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Introduzione.
La necessità della nozione di limite emerge da numerosi problemi applicativi; fra questi, i più noti sono
il concetto di velocità istantanea di un punto in movimento rettilineo, del quale sia nota la legge oraria
del moto, y s t= ( )  e il problema della determinazione della retta tangente a una curva piana della quale
sia nota l'equazione cartesiana  y f x= ( )  rispetto a un assegnato sistema di riferimento cartesiano.
Esponiamo brevemente questi problemi.
Il problema della velocità.
Un punto P si muove su una retta r, nella quale sono fissati un punto O (origine) e un punto U (unità).
O
U
y
P
y
I punti O, U stabiliscono su r un sistema di riferimento; ciascun punto P r!  è
individuato dalla sua coordinata cartesiana, che indicheremo con la lettera y.
Supponiamo che sia nota la legge oraria del moto, ossia l'equazione
(1) y s t= ( )
la quale esprime, per ciascun istante t di un intervallo assegnato, la posizione s t( )
occupata dal punto in quel momento.  Per esempio
(2) y s t v t v= ( ) " #( )0 0   costante 0  assegnata
è l'equazione del moto uniforme;
(3) y s t at v t s a v s a= ( ) " + + #( )12
2 0 0 0 0 0   , , costanti assegnate,
è l'equazione del moto uniformemente accelerato;
(4) y s t A t A= ( ) " ( ) #( )cos    ,$ $ costanti  assegnate0
è l'equazione del moto armonico, nel quale il punto P oscilla periodicamente (con periodo 2%$ ) fra le
posizioni di coordinate A e –A.
La velocità media del punto P in un intervallo temporale t t0 ,[ ]  è il rapporto fra lo spazio percorso in
quell'intervallo di tempo, ed il tempo impiegato:
(5) v t t s t s tt tm 0
0
0
,   ( ) = ( ) & ( )
&
Pensiamo fissato t0, e consideriamo valori di t sempre più vicini a t0.  Quanto più t è vicino a t0, tanto
più v t tm 0,( ) fornisce un valore che si può pensare una "buona approssimazione" della velocità di P
all'istante t0.
Non si può tuttavia definire la velocità di P all'istante t0 come «il valore assunto da v t tm 0,( ) quando
t t= 0», perché in tal caso il denominatore di (5) assume il valore zero, e quindi l'espressione diventa
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priva di senso; d'altra parte viene meno anche il significato fisico: se non trascorre alcun tempo, non c'è
spostamento, e non c'è velocità.
In qualche caso, fortunate circostanze algebriche sembrano consentire il superamento di questa
difficoltà: scriviamo per esempio la (5) nel caso del moto uniformemente accelerato, prendendo cioè
per s t( ) l'espressione (3):
v t t
a t v t s at v t s
t t
a t t v t t
t t a t t vm 0
1
2
2 0 0 12 0
2 0 0 0
0
1
2
2 02 0 0
0
0 0
1
2,( ) =
+ +( ) & + +( )
&
=
&( ) + &( )
&
= +( ) +
L'avvenuta semplificazione del denominatore t t&( )0  consente di sostituire nell'ultima espressione
ottenuta t con t0; è ragionevole assumere il valore che così si ottiene come velocità del moto
uniformemente accelerato all'istante t0:
v t a t t v at v0 12 0 0 0 0 0( ) = +( ) + = +    .
Molte altre volte però questa possibilità non si verifica: per esempio, nel caso del moto armonico
abbiamo
v t t A t A tt tm 0
0
0
,   cos cos( ) = ( ) & ( )
&
$ $
e non c'è alcun modo di semplificare la frazione com'era riuscito nell'esempio precedente.
La velocità di un punto in moto rettilineo con legge oraria y s t= ( ) viene definita come limite per  t
tendente a  t0 della velocità media  v t tm 0,( ):
v t v t t s t s tt tt t m t t0 0
0
00 0
( ) = ( ) = ( )
& ( )
&' '
  lim ,   lim
ossia «il valore verso il quale tende a stabilizzarsi l'espressione v t tm 0,( ) quando t si avvicina a t0», se
un tale valore esiste.
Il problema delle tangenti.
Assegnata una curva piana di equazione y f x= ( ) ed un suo punto P x f x= ( )( )0 0,  si vuole
determinare (o meglio: si vuole definire) la retta tangente alla curva nel punto P.
Tale retta si vuole innanzitutto che passi per P; la sua equazione dovrà pertanto essere della forma
(1) y f x m x x  = ( ) + &( )0 0
Resta indeterminato solamente il coefficiente angolare m.
Se Q x f x= ( )( ),  è un altro punto della curva (differente da P), la retta PQ ha equazione (1) con m
espresso dalla formula
(2) m P Q f x f xx x,   ( ) =
( ) & ( )
&
0
0
.
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y f x= ( )
f x( )
f x0( )
x0 x
(Q
((Q
La figura lascia intuire che la retta tratteggiata, nella quale è ragionevole riconoscere la tangente in P
alla curva, viene tanto meglio approssimata dalla retta PQ quanto più il punto Q si trova vicino a P,
ossia quanto più x è vicino a x0.  Appare quindi naturale definire la retta tangente in P alla curva come
la retta di equazione (1) con il valore di m uguale a
(3) m f x f xx xx x  lim=
( ) & ( )
&' 0
0
0
(ammesso che tale limite esista).
Osserviamo pure che l'espressione ottenuta nella trattazione di questo problema è del tutto simile a
quella emersa nel precedente esempio, riguardante il concetto di velocità
La definizione di limite (limite finito per  x c' !R).
Vogliamo finalmente giungere alla definizione precisa del concetto di limite. 
La definizione di  
  
lim
x c
f x
'
( ) = l  può essere data nel modo seguente:
  
lim
x c
f x
'
( ) = l  vuol dire che:
  y '( )l i valori assunti da  f x( )   sono vicini a  l  quanto si vuole
x c'( ) purché  x  x Dom f x c! ( ) #( ),   sia sufficientemente vicino a  c
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Notiamo il diverso ruolo svolto dalle due righe della definizione:   y '( )l  descrive il comportamento
di certi valori di f x( ) , cioè di quantità che nel grafico  y f x= ( )  si osservano sull'asse delle ordinate;
x c'( ) specifica il criterio di scelta di x, ossia il valore che nel grafico si osserva sull'asse delle
ascisse.
Analizzando la formula:
  
lim
x c
f x
'
( ) = l
(*)
(**)
vediamo che   y '( )l  descrive la "parte superiore" (*), cioè  « lim f x l( ) = », mentre x c'( ) si
riferisce alla indicazione inferiore (**)  « x c' ».  Questa analisi risulterà più chiara quando avremo
enunciato le definizioni relative agli altri casi possibili di limite.
La definizione che abbiamo dato "in forma discorsiva" non manca di rigore formale; tuttavia essa è
poco maneggevole se si deve utilizzarla per dimostrare qualche teorema concernente le proprietà dei
limiti.  Per questi scopi conviene riformulare la definizione in modo diverso, esprimendo tramite
opportune disuguaglianze le "vicinanze" citate.
La seguente formulazione della definizione di  lim
x c
f x
'
( ) = l  (dovuta essenzialmente a Karl
Weierstrass) raggiunge questo scopo:
  
lim
x c
f x
'
( ) = l  vuol dire che:
  
) > * > ! ( ) # & < ( ) & <
'( ) '( ) '( )
+ , , +0 0
y x c y
tale che se x Dom f x c e x c allora f x
l l
124 34 1 244444444444 344444444444
l
1 244 344
 :  , ,  
Precisamente, come sopra indicato, la parte alle due estremità
«  ) > ( ) & <+ +0 , f x l »
traduce   y '( )l : infatti    f x( ) & <l +   esprime la "vicinanza" di f x( )  a l , e  ) >+ 0   dice che
questa "vicinanza" può essere migliorata quanto si vuole.
Invece la parte centrale della formula:
* > ! ( ) # & <, ,0 tale che se x Dom f x c e x c allora:  , ,
traduce x c'( ): essa dice infatti che l'obiettivo  f x( ) & <l +   viene raggiunto se  x c& < , ,  cioè
se x è "vicino" a c.  La vicinanza di x a c occorrente per realizzare f x( ) & <l +  viene quantificata dal
valore di  d;  questo dipenderà generalmente dal valore precedentemente fissato per  e;  per questo la
definizione specifica «* >, 0 … »; quest'ultima parte della formula si può pensare corrispondente alla
parola "sufficientemente" usata nella riga indicata da x c'( ).
Geometricamente, lim
x c
f x
'
( ) = l significa che il grafico di f "converge" verso il punto   c,l( ), quando x
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si avvicina a c.
La figura illustra un esempio assai comune, e rilevante per le sue applicazioni:  lim sen
x
x
x'
=
0
1.
La funzione non è definita, per  x = 0; ma il grafico ha un comportamento "regolare" in prossimità di
questo punto: la curva "tende a raggiungere" il punto (0,1).
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Non esponiamo qui la dimostrazione del fatto che  lim sen
x
x
x'
=
0
1;  una
verifica empirica può comunque aiutare a convincersi che le cose stanno in
questo modo.  Con una calcolatrice scientifica predisposta nella modalità
operativa RAD, calcoliamo i valori di sen xx   per alcuni valori di x prossimi a
zero (si veda, per esempio, la tabella qui a fianco); si osserva come i valori
della funzione vadano avvicinandosi sempre più a 1.
Per quali c si può cercare lim
x c
f x
'
( ) ?
Quando scegliamo c per calcolare (se esiste) il lim
x c
f x
'
( ), è chiaro che la scelta di c non è del tutto
arbitraria; c deve essere in qualche modo correlato con il dominio della funzione f.  Non si può, per
esempio, cercare il  lim
x
x
'
&
3
5 :  l'espressione x & 5  esiste soltanto se x - 5; non ha quindi senso
come si comporta «per  vicino a 3».
Non è necessario che sia  c Dom f! ( ): non è così per  lim sen
x
x
x'0
 oggetto dell'esempio precedente, e
anche gli esempi introduttivi (velocità, tangenti) mostrano che nelle situazioni più interessanti in cui
serve calcolare un limite, il punto « c » non appartiene al dominio della funzione.
Ciò che occorre è che ci siano punti  x Dom f! ( ) , diversi da  c, vicini quanto si vuole a  c:  ciò rende
lecito chiedersi «come si comporta f x( )  quando x è vicino a c ».  In formula, bisogna che
(1) ) > * ! ( ) # & <, ,0  :x Dom f tale che x c e x c
La (1) si esprime dicendo che  c  è punto di accumulazione per Dom f( ).
Limiti per  x c' : altri casi.
Non sempre, quando i valori assunti da x si avvicinano ad un punto c di accumulazione per il dominio
di f, i corrispondenti valori di  f x( )   convergono ad un numero l.
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2 4
1
Consideriamo per esempio  f x
x
c( ) =
&( )
=
1
2
22   e    (il grafico è
disegnato nella figura qui a fianco).  Se i valori che assegniamo a x (che
debbono essere diversi da 2) si vanno avvicinando a 2, i corrispondenti
valori della funzione diventano sempre più grandi, di segno positivo.
Non c'è "convergenza" verso un limite finito: i valori della funzione
"sfuggono all'infinito" nel verso delle y positive.
Questo comportamento è simboleggiato dalla formula
lim
x x' &( )
= +.
2 2
1
2
La definizione che vogliamo dare è la seguente:
lim
x c
f x
'
( ) = +.   vuol dire che:
y ' +.( ) i valori assunti da  f x( )   sono positivi, grandi quanto si vuole
x c'( ) purché  x  x Dom f x c! ( ) #( ),   sia sufficientemente vicino a  c
ovvero, in termini simbolici,
) > * > ! ( ) # & < ( ) >
'+.( ) '( ) '+.( )
M tale che se x Dom f x c e x c allora f x M
y x c y
0 0
1 24 34 1 244444444444 344444444444 1 24 34
 :  , ,  , ,
Notiamo che la parte di definizione corrispondente a  x c'( )  è rimasta del tutto invariata rispetto al
caso del "limite finito": è cambiata soltanto la parte relativa al comportamento « di y », descritta nella
prima riga della definizione "discorsiva", ovvero nella parte centrale della definizione in forma
simbolica.
x
y
c
Una leggera variante di questo caso, a questo del tutto analoga, è
lim
x c
f x
'
( ) = &. , che vuole descrivere una situazione del tipo di
quella qui a fianco illustrata: avvicinandosi x a c, la funzione è grande
in valore assoluto, ma di segno negativo.
La formula che descrive questo comportamento è
lim
x c
f x
'
( ) = &. ,  che significa:
y ' &.( ) i valori assunti da  f x( )   sono negativi,
grandi quanto si vuole
x c'( ) purché  x  x Dom f x c! ( ) #( ),
sia sufficientemente vicino a  c
ed in termini simbolici:
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) > * > ! ( ) # & < ( ) < &
'&.( ) '( ) '&.( )
M tale che se x Dom f x c e x c allora f x M
y x c y
0 0
1 24 34 1 244444444444 344444444444 1 24 34
 :  , ,  , ,
Ancora una volta, nulla è cambiato nelle parti della definizione riguardanti  x c'( ); ed anche la
variazione nella parte riguardante i valori della funzione è stata minima, rispetto al caso di
lim
x c
f x
'
( ) = +. :  valori negativi (anziché positivi) di  f x( ),  e nella definizione simbolica,
« f x M( ) < &  » anziché « f x M( ) >  ».
-1 1
-3
-2
-1
1
2
3
x
y
y x=
1
Le tre definizioni fino qui esposte illustrano tre diversi comportamenti che
una funzione f può avere "vicino" ad un determinato punto c.  Queste
possibilità non esauriscono tutte le situazioni possibili: per esempio, la
funzione  f x x( ) =
1   non si comporta, vicino a  c = 0  in nessuno dei tre
modi poc'anzi descritti.  Osservando il grafico notiamo alla destra di 0 un
comportamento che rientra nel caso di  lim
x
f x
'
( ) = +.
0
,  mentre alla
sinistra di 0  il grafico fa pensare a  lim
x
f x
'
( ) = &.
0
.  Ritorneremo su
situazioni di questo genere nel paragrafo "limiti unilaterali".
Ci sono situazioni ancora più irregolari: la figura qui sotto mostra il
grafico della funzione  f x x( ) = ( )sen 1 ,  in un intervallo di valori positivi di
x (il sistema di riferimento non è monometrico).
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
-1
-0.5
0.5
1
Quando x si avvicina a zero, la funzione oscilla infinite volte, con frequenza sempre maggiore, fra i
valori  –1 e 1;  non esiste, né finito, né infinito, il  lim sen
x x' ( )0
1 .
Limiti per x ' +.  e per x ' &..
Se il dominio di  f  è illimitato superiormente (oppure inferiormente), cioè se ci sono nel dominio di  f
valori positivi (oppure negativi, rispettivamente), grandi quanto si vuole, è interessante anche studiare
come si comporta  f x( )  "quando  x  è grande", rispettivamente, dalla parte positiva dell'asse delle
ascisse o dalla parte negativa. Parleremo quindi di limiti «per x tendente a +.» e «per x tendente a
-.».
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lim
x
f x
'+.
( ) = l   vuol dire che:
  y '( )l i valori assunti da  f x( )   sono vicini a  l  quanto si vuole
x ' +.( ) purché x Dom f! ( )  sia positivo, sufficientemente grande
ovvero
) > * > ! ( ) > ( ) & <
'( ) '+.( ) '( )
+ +0 0
y x y
L tale che se x Dom f e x L allora f x
l l
124 34 1 2444444444 3444444444
l
1 244 344
 :  ,  
L
  l
  l&+
  y = l y f x= ( )
x
y
  l+ +
La prima riga della definizione "discorsiva" e la parte esterna della definizione "simbolica" sono
esattamente come nella definizione di  
  
lim
x c
f x
'
( ) = l;  la novità consiste nella descrizione di "che cosa
deve fare" x :  la locuzione  « * > > …L tale che se x L0 : »  spiega che quanto si desidera (cioè
  f x( ) & <l +)  avviene se x è sufficientemente grande.
Del tutto analoga è la definizione di  lim
x
f x
'&.
( ) = l :  la sola differenza consiste nel fatto che si osserva
il comportamento della funzione per valori "grandi" ma negativi dell'argomento:
 
lim
x
f x
'&.
( ) = l   vuol dire che:
  y '( )l i valori assunti da  f x( )   sono vicini a  l  quanto si vuole
x '&.( ) purché x Dom f! ( )  sia negativo, sufficientemente grande
ovvero
  
) > * > ! ( ) < & ( ) & <
'( ) '&.( ) '( )
+ +0 0
y x y
L tale che se x Dom f e x L allora f x
l l
124 34 1 2444444444 3444444444
l
1 244 344
 :  ,  
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y f x= ( )
y = l l
x
y
La sola variazione avvenuta consiste nel fatto che ora si richiede  « x L< & »  dove nella precedente
definizione si richiedeva  « x L> ».
Come nei casi precedenti la figura, naturalmente, rappresenta soltanto un esempio del possibile
andamento di una funzione avente limite  l  per  x ' &.;  in questo caso il grafico della funzione si
avvicina alla retta  y = l  oscillando attorno ad essa con oscillazione sempre meno ampie; la funzione
assume infinite volte il valore  l.  Ciò non ha alcuna relazione con il fatto che  
 
lim
x
f x
'&.
( ) = l .
Infine, una funzione può avere limite infinito (+. oppure –.) anche per x ' +.( )  oppure x ' &.;
abbiamo così altre quattro definizioni, assai simili fra loro.  Vogliamo anche osservare che gli elementi
per costruire tali definizioni, che esponiamo qui sotto, figurano già tutti nelle definizioni
precedentemente formulate.
x
y
y f x= ( )
lim
x
f x
'+.
( ) = +.  vuol dire che:
y ' +.( ) i valori assunti da  f x( )
sono positivi, grandi quanto si vuole
x ' +.( ) purché x Dom f! ( )  sia
positivo, sufficientemente grande
ovvero
) > * > ! ( ) > ( ) >
'+.( ) '+.( ) '+.( )
M L tale che se x Dom f e x L allora f x M
y x y
0 0
1 24 34 1 2444444444 3444444444 1 24 34
 :  ,  
Dal punto di vista del grafico, la notizia che lim
x
f x
'+.
( ) = +. dà qualche informazione sul
comportamento del ramo "di destra", segnalando il fatto che questo ramo (evidenziato nella figura)
deve "sfuggire verso l'alto".
Analogamente
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x
y
y f x= ( )
lim
x
f x
'+.
( ) = &.  vuol dire che:
y ' &.( ) i valori assunti da  f x( )
sono negativi, grandi quanto si vuole
x ' +.( ) purché x Dom f! ( )  sia
positivo, sufficientemente grande
ovvero
) > * > ! ( ) > ( ) < &
'&.( ) '+.( ) '&.( )
M L tale che se x Dom f e x L allora f x M
y x y
0 0
1 24 34 1 2444444444 3444444444 1 24 34
 :  ,  
Questa volta il ramo di destra del grafico deve "sfuggire verso il basso".
Ancora:
y f x= ( )
x
y
lim
x
f x
'&.
( ) = +.  vuol dire che:
y ' +.( ) i valori assunti da  f x( )
sono positivi, grandi quanto si vuole
x ' &.( ) purché x Dom f! ( )  sia
negativo, sufficientemente grande
ovvero
  
) > * > ! ( ) < & ( ) >
'+.( ) '&.( ) '+.( )
M L tale che se x Dom f e x L allora f x M
y x y
0 0
1 24 34 1 2444444444 3444444444 1 24 34
 :  ,  
L'informazione relativa al grafico questa volta riguarda il ramo "di sinistra": questo avrà la tendenza a
"sfuggire verso l'alto".
Infine
y f x= ( )
y
x limx f x'&. ( ) = &.  vuol dire che:
y ' &.( ) i valori assunti da  f x( )
sono negativi, grandi quanto si vuole
x ' &.( ) purché x Dom f! ( )  sia
negativo, sufficientemente grande
ovvero
  
) > * > ! ( ) < & ( ) < &
'&.( ) '&.( ) '&.( )
M L tale che se x Dom f e x L allora f x M
y x y
0 0
1 24 34 1 2444444444 3444444444 1 24 34
 :  ,  
Questa volta il ramo "di sinistra" del grafico avrà la tendenza a "sfuggire verso il basso".
